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RÉSUMÉ. On montre l'équivalence entre l'hyperbolicité au sens de 
Gromov de la géométrie de Hilbert d'un domaine convexe du plan 
et la non nullité du bas du spectre de ce domaine. 



Abstract. (Bottom of the spectrum and delta hyperbolicity in 
Hilbert Plane geometry) We prove that the Hilbert geometry of a 
convex domain in the plane is Gromov hyperbolic, if, and only if, 
the bottom of its spectrum is not zéro. 



Introduction 

Le but de cet article est de montrer l'équivalence entre l'hyperbolicité 
au sens de Gromov de la géométrie de Hilbert d'un domaine convexe 
C du plan et la non nullité du bas du spectre Xi(C) de ce domaine. 

En géométrie riemannienne, il existe des relations très fortes entre le 
bas du spectre du laplacien d'une variété complète de volume infini et 
la géométrie de cette variété. Par exemple, on sait que le bas du spectre 
d'une variété de Cartan-Hadamard à courbure sectionnelle K < C < 
est strictement positif. Récemment, J. Cao |GaoOO| a étudié le cas des 
variétés riemanniennes hyperboliques au sens de Gromov possédant un 
quasi-pôle, et montré que leur constante de Cheeger (donc le bas de 
leur spectre) était strictement positif. Dans cet article, nous abordons 
ce type de questions dans le contexte des géométries de Hilbert. 

Avant d'énoncer les résultats précis, rappelons qu'une géométrie de 
Hilbert (C, de) est la donnée d'un ouvert convexe et borné C de W 1 
muni de la distance de Hilbert de définie de la manière suivante : pour 
toute paire de points distincts p et q dans C, la droite passant par p et 
q rencontre le bord dC de C en deux points distincts a et b tels que la 
droite passe par a, p, q et b dans cet ordre. 
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On définit alors 

dc(p,q) = ^[a,p,q,b] 
où [a,p, q,b] est le birapport de (a,p,q,b) : 



\p-a\\ e \\q-b\\ e 
où ||.|| e désigne la norme euclidienne. On pose également dc{p,p) = 0. 

Sur C, on peut mettre une norme de Finsler C°, notée || • \\c, en 
procédant comme suit : si p G C et u p G T p C = M. n , la droite passant 
par p et dirigée par u p coupe dC en deux points p + et p~. On pose alors 



I Ile r, 1 1 ï^p 1 1 e 



2 Vlb-P + || e \\P-P~\ 

où 1 1 xijj 1 1 e désigne la norme euclidienne de u p . 

Notons que la distance de longueur induite sur C par la norme 
coïncide avec de, mais nous n'utiliserons pas ce fait dans la suite. 

A cette norme de Finsler est associée une norme duale : si l p est une 
forme linéaire sur T p C, on pose 

\\l p \\c = sup{l p (u p ) : u p G T p C, \\u p \\c = 1}. 

Grâce à la norme de Finsler, on construit une forme volume et une 
mesure sur C (qui correspond en fait à la mesure de Hausdorff, voir 
BBlOlj exemple 5.5.13). 



Soient p e C et 

TB c (p) = {u p G T p C = W 1 : K|| c < 1} 
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la boule unité de T p C. Soit u n le volume de la boule unité de l'es- 
pace euclidien IR n et considérons la fonction h: C — > K donnée par 
h(p) = u> n /vol e (Bcip)) où vol e est le volume euclidien usuel. 

Alors la mesure (que nous nommerons mesure de Hilbert de C, elle 
est également connue sous le nom de mesure de Busemann) associée à 
|| • ||c est définie ainsi : si A C C est un borélien, on pose 

Hc{A) = / h(p)dvo\ e (p) 

J A 

où dyo\ e (p) est la mesure de Lebesgue. 

Enfin, si Q est un domaine avec Q C C, l'intégrale sur Q par rapport 
à fie d'une fonction / définie sur fl sera notée J n f dfic- 

Remarque. Les résultats de cet article restent inchangés si on con- 
sidère une mesure équivalente. En particulier, la mesure dite de Holmes- 
Thompson, qui est équivalente par les inégalités de Santalo et Bourgain- 
Milman à la mesure de Hilbert, donne les les mêmes résultats. 

Lorsque C est une ellipse, (C, de) est le modèle projectif (ou modèle de 
Klein) de la géométrie hyperbolique, et on peut penser aux géométries 
de Hilbert (C, de) comme à une généralisation naturelle de l'espace 
hyperbolique. Une question communes à de nombreux travaux récents 
(voir |BMn2| . |SMn3] . |Ben03| . [ÇVÔ4j, |HW| . [KNÔ2] et leurs références) 



est de déterminer les propriétés de l'espace hyperbolique dont ces géométries 
héritent et de trouver des caractérisations de l'espace hyperbolique 
parmi les géométries de Hilbert. En particulier, dans |Ben03| . Y. Benoist 
obtient en toute dimension une caractérisation des convexes dont la 
géométrie de Hilbert associée est hyperbolique au sens de Gromov (voir 
|BH99j pour une discussion de ce concept). Cette caractérisation est 
donnée en fonction de la régularité du bord des convexes considérés. 

Dans cet article, on va caractériser en dimension deux l'hyperbol- 
icité au sens de Gromov d'un point de vue spectral : on va montrer 
qu'en dimension deux avoir un bas du spectre strictement positif est 
équivalent à être hyperbolique au sens de Gromov. 

On définit le bas du spectre de C, que l'on note Ai(C), par analogie 
avec ce qui se fait dans le cas des variétés riemanniennes de volume 
infini. On pose 



(1) A 1 (C)=inf 



\\dfpWf dfi C {p) 



c 



f 2 (p)dfic(p) 

c 



où l'infimum est pris sur toutes les fonctions lipschitziennes, non nulles, 
à support compact dans C et où fie est la mesure de Hilbert associée à 
C. L'expression ci-dessus est appelée le quotient de Rayleigh de /. 
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Le bas du spectre Ai(C) est un nombre réel positif ou nul. On sait 
que lorsque C est une ellipse, c'est-à-dire que l'on se trouve dans le 
modèle hyperbolique, il vaut 1/4. On verra un peu plus loin que dans 
le cas où C est un triangle, le bas du spectre est nul. 

Notre résultat principal est : 

Théorème 1. Soit (C, de) un convexe du plan muni de sa métrique 
de Hilbert. Alors son bas du spectre est non nul, i.e., \i(C) ^ 0, si et 
seulement s'il existe ô > tel que (C,dc) est ô-hyperbolique. 

Cela se généralise en dimension n comme suit : 

Théorème 2. Soit (C, de) un convexe de R n muni de sa métrique 
de Hilbert. Alors il existe un réel strictement positif A minorant le bas 
du spectre de toute section planaire, i.e. pour tout H plan affine de W 1 
tel que C fl H ^ on a 



si et seulement s'il existe ô > tel que (C, de) est S-hyperbolique. 

Pour un domaine ouvert, borné (relativement à de) fi à bord lips- 
chitzien de C, on appellera bas du spectre de Dirichlet le nombre 



Jn 

où l'infimum est pris sur toutes les fonctions lipschitziennes, non nulles, 
à support dans fi. 

Il est clair que A? (fi) > Ai(C) et que A^ est une fonction décroissante 
suivant l'inclusion des ensembles : en effet, si fii C fi2, toute fonction à 
support dans fii s'étend naturellement par en une fonction à support 
dans fi2- 

L'idée de la preuve du théorème [U est la suivante. A la section 1, on 
montrera que la non nullité du bas du spectre entraîne l'hyperbolicité 
au sens de Gromov en nous appuyant principalement sur un résultat de 
Y. Benoist qui donne une condition suffisante pour qu'une famille de 
convexes munis de leur métrique de Hilbert soit 5-hyperbolique (propo- 
sition |H ci-dessous). On montrera que tous les convexes dont le bas du 
spectre est supérieur ou égal à une constante positive A donnée sont 
5-hyperboliques, ô dépendant de A. 

A la section 2, on montrera la réciproque en utilisant une inégalité 
isopérimétrique que vérifie les espaces (^-hyperboliques et sur une esti- 
mation du volume des boules, intéressante pour elle-même, valable en 



Ai(Cn#) > A, 
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toute dimension, donnée à la section l2~Tl En particulier, le volume d'une 
boule de rayon fixé est uniformément majoré sur toutes les géométries 
de Hilbert de dimension n. Dans le cas riemannien cela est impliqué par 
la donnée d'un minorant sur la courbure de Ricci, mais on sait qu'une 
hypothèse de ce type n'est pas vérifiée par les géométries de Hilbert 
qui ne sont pas, en général, des espaces d'Alexandroff. Pour conclure, 
nous aurons besoin d'une inégalité du type Cheeger reliant les con- 
stantes isopérimétriques et le bas du spectre. Pour l'essentiel, on peut 
adapter ce qui se fait dans la cas riemannien en faisant un détour par 
le cas finslérien, mais cela pose quelques problèmes techniques. D'une 
part, les convexes que l'on considère possèdent une métrique de Finsler 
seulement C°, ce qui ne permet pas sans autre d'adapter l'inégalité de 
Cheeger riemannienne, d'autre part, il y a différentes façons d'induire 
une mesure sur les hypersurfaces selon que l'on s'intéresse à l'inégalité 
isopérimétrique ou à la formule de la co-aire (comme souvent ces no- 
tions coïncident dès que l'on se trouve dans un contexte riemannien). 
Aussi avons nous traité ce problème d'un point du vue général des 
variétés de Finsler aux sections 3 (pour la formule de la co-aire) et 4 
(pour l'inégalité de Cheeger). Ces deux sections sont intéressantes pour 
elles-mêmes, mais peuvent également être admises pour la preuve du 
théorème ^ 



1. La non nullité du bas du spectre implique la 
5-hyperbolicité 

Théorème 3. Un convexe (C, de) du plan, muni de sa métrique de 
Hilbert et dont le bas du spectre est non nul est Gromov hyperbolique. 
Plus précisément : 

VA > 0, 35 > tel que VC, Ai(C) > A =>- (C, de) est ô-hyperbolique. 

Soit G n := PGL(P n+1 ), P n := P(M n+1 ) l'espace projectif de R n+1 . 

Une partie proprement convexe C de P n est une partie convexe dont 
l'adhérence est incluse dans le complémentaire d'un hyperplan projec- 
tif. Ainsi on peut lui associer un convexe borné de R n et, inversement, 
à un convexe borné de IR n on peut associer une partie proprement con- 
vexe de P n . Dans la suite, on désignera par X n l'ensemble des ouverts 
proprement convexes et par l'ensemble des ouverts proprement con- 
vexes et ^-hyperboliques de P n , munis de leur métrique de Hilbert. 

Nous munissons X n de la distance de Hausdorff entre les ensembles, 
comme définie dans |Ben03j . p. 2. 



On peut alors énoncer 
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Proposition 4 f |Ben03| proposition 2.11). Soit F un sous ensemble 
fermé de X n , G n -invariant, dont tous les éléments sont strictement 
convexes (c'est à dire que l'intérieur du segment reliant deux points du 
bord de C est dans C). Alors il existe un nombre réel ô > tel que 
F C X s n . 

En sorte que le théorème El se déduit aisément de la proposition 0] 
grâce à la proposition suivante. 

Proposition 5. Soit A > et F\ C X n l'ensemble des convexes de 
X n dont le bas du spectre est supérieur ou égal à A. Alors F\ est une 
partie fermée et G n -invariante de X n , et si n = 2, tous ses éléments 
sont strictement convexes. 

L'idée de la preuve de cette proposition est la suivante : 

- La G n -invariance est immédiate, car pour tout g G G n et C G X n , 
C et gC sont des espaces métriques isométriques, et ils ont donc le 
même bas du spectre. 

- La difficulté principale résidera dans la fermeture. Supposons qu'il 
existe une suite (Ci) dans F\ telle que Ci converge vers C au sens 
de Hausdorff dans X n et \i(C) < A. Alors, pour tout e > 0, on va 
montrer qu'il existe un domaine Q tel que Q C C avec À^(O) < 
Ai(C) + e. Par ailleurs, pour % assez grand, on aura Q C Ci. On en 
déduira que Ai (Ci) < A, ce qui est une contradiction. 

- Le fait que la limite C est strictement convexe découlera alors di- 
rectement. 

On formalise cette idée intuitive à l'aide des deux lemmes suivants. 

Lemme 6. Soit C C M™ un domaine convexe. Alors, pour tout 
e > 0, il existe un domaine Q non vide avec Q C C tel que 

Ai(fi) < Ai(C) + e. 

Démonstration. Fixons un point origine Pq G C. 

Par définition de Ai(C), il existe une fonction / à support dans C de 
quotient de Rayleigh inférieur à Xi(C) + e. 

La distance euclidienne entre le support de / et le bord dC de C étant 
strictement positif, il existe a < 1 tel que / est encore à support dans 
un homothétique aC de C par rapport au point Pq. 



On choisit alors fi = aC, et, toujours par définition, le bas du spectre 
de fl (comme domaine de C) est majoré par le quotient de Rayleigh de 
/, donc par \i(C) + s. □ 
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Notation : Soit C un domaine convexe et Po C. Pour p > 0, on va 
considérer les convexes (1 + p)C et (1 — p)C qui sont les homothétiques 
de C par une homothétie de centre P et de rapport (1 + p) et (1 — p) 
respectivement. 

Lemme 7. Soit C un domaine convexe et fl un domaine tel que 
fl C C. Soit s > 0. Alors, il existe < p < 1 tel que fl C (1 — p)C et 
tel que pour tout convexe T vérifiant (1 — p)C C Y C (1 + p)C, on ait 

(1 - e)AÎ(fi) < Af(îî) < (1 + e)A?(fi). 

Démonstration. Comme au lemme précédent, on montre qu'il existe 
Po > avec 

H c (1 - 2p )C C (1 - po)C. 
Ainsi, pour tout < p < po, la distance euclidienne entre fl et d((l — 
p)C) est uniformément minorée par une constante strictement positive. 

Dès maintenant, on suppose p<p et (1 — p)CcTc (1 + p)C. 

Soit p G fl et u p G T P C, un vecteur non nul. Comme conséquence 
directe de la définition de la norme de Finsler associée à la distance de 
Hilbert, on a 

(3) ||w P ||(i+p)c < \\ u p\\r < \\u p \\(i- p )c- 

On en déduit d'une part l'inégalité suivante, par dualité, pour une 
forme linéaire non nulle l p sur T p C : 

11/ II* < 11/ II* < 11/ II* 
\\ l p\\{\-p)c — Irpllr — \\ L p\\(i+p)Ci 

d'autre part la relation d'inclusion vérifiée par les boules unités de 
l'espace tangent en p : 

TB {1 _ p)c (p) C TB r (p) C TB (1+p)c (p). 

Ce qui implique que les densités de volume associées vérifient 

( 4 ) 7 " V < r < 



vo\ e (B {l+p)c (p)) vo\ e (B r (p)) vo\ e (B {1 _ p)c (p))' 
De plus, par compacité de fl et par continuité, les rapports 

,gx II"pII(1+p)C IKpII(1-p)C ^ V0l e (^(i +P )c(p)) 

||« p ||(i-p)c' Il U ( 1+P )c vol e (B(i_ p) c(p)) 

sont uniformément contrôlés en fonction de p par des fonctions tendant 
vers 1 lorsque p — ► 0. Cela étant indépendant du choix de T, on peut 
comparer deux convexes quelconques du type de T, soit ici T et C, et on 
obtient l'existence d'une fonction h = h(p) telle que h(p) —> lorsque 
p — ► et telle que pour une fonction / de classe C°° à support dans fl, 
on ait 

(1 - %))A?(fi) < Xi(fl) < (1 + %))A?(fi). 
Il suffit donc de choisir p assez proche de pour conclure. □ 
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Démonstration de la proposition^ Pour voir que F\ est fermé, on con- 
sidère une suite (C*)j 6 N dans F\ qui converge vers un convexe C au sens 
de Hausdorff. Supposons que C G" F\, c'est-à-dire qu'il existe e > 
avec Ai(C) < À — e. Alors, par le premier lemme, il existe un domaine 
Q avec Q C C et 

A?(Œ) < (A - e) + e/3 = A - 2e/3. 



Le deuxième lemme implique l'existence de p > tel que pour tout 
convexe T avec (1 — p)C C T C (1 + p)C, on ait 

A[(fi) < (1 + e/2)A?(fi) < (1 - e/6)A < A. 

Cela est en particulier vrai pour les éléments Ci de la suite lorsque i 
est assez grand et contredit le fait que Ci G F\. 

Il reste alors à montrer que tous les convexes de F\ sont stricte- 
ment convexes en dimension deux. Cependant si un convexe n'est pas 
strictement convexe, il admet un triangle dans l'adhérence de son or- 
bite (voir |Ben03j corollaire 2.9, dû à Benzécri jBën6Ôj), et on obtient 



une contradiction comme dans la première partie, car le bas du spectre 
d'un triangle est nul. On montre ce dernier point par un calcul direct, 
à cause de la simplicité de la géométrie de Hilbert du triangle. Si on 
considère une boule B R de rayon R, on voit que son aire est de l'ordre 
de R 2 et la longueur de son bord de l'ordre de R lorsque R — > oo. On 
construit alors une fonction test valant 1 sur B R , hors de B R+ i, et 
valant 1 — d{p, B R ) pour p e B R+ i — B R . Le quotient de Rayleigh d'une 
telle fonction est de l'ordre de 1/R lorsque R — > oo. □ 

Remarque 8. En ce qui concerne les triangles, une autre manière 
de voir que le bas du spectre est nul, est d'utiliser le théorème 5 dans 
Ver04j . qui généralise l'inégalité de Faber-Krahn aux espaces vectoriels 



normés de dimension finie. Celui-ci permet de dire que le Ai d'une boule 
de rayon R est de l'ordre de 1/R 2 , puisque la géométrie du triangle est 
isométrique à celle du plan muni de la norme dont la boule unité est 
un hexagone régulier (voir jdlH93j ). 

En fait, la proposition El implique le théorème suivant, valable en 
toute dimension. 

Théorème 9. Soit (C, de) un convexe de M. n muni de sa métrique 
de Hilbert tel qu'il existe un réel strictement positif A minorant la 
première valeur propre de toute section planaire, i.e. pour tout H plan 
affine de R n tel que C n H ^ on a 

Ax(Cnif) > A. 



Alors il existe ô(X) > tel que (C, de) est ô-hyperbolique. 
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Démonstration. L'ensemble des sections planaires de C est un sous- 
ensemble de l'espace F\ de la proposition^! Ainsi toute section planaire 
de C est 5-hyperbolique pour un même ô suivant la proposition UJ ap- 
pliquée à F\. Tout triangle étant dans une section planaire, cela termine 
la démonstration. □ 

2. De la 5-hyperbolicité à la non nullité du bas du 

SPECTRE 

Le but de cette section est la démonstration du théorème suivant : 

Théorème 10. Pour tout réel ô > 0, il existe X > tel que, pour 
tout (C, dh) convexe de M. n muni de sa métrique de Hilbert on a : Si 
(C, dh) est 5 -hyperbolique, alors pour tout H, plan affine de M. n tel que 
H n C ^ 0, on a 

\i(c n h) > x. 

En dimension deux cela se traduit par : 

Corollaire 11. Un convexe du plan C qui, muni de sa métrique de 
Hilbert de est Gromov-hyperbolique, a son bas du spectre strictement 
positif. Plus précisément : pour tout ô > 0, il existe X > tel que, pour 
tout convexe du plan C : 

(C,dc) est 5 -hyperbolique X\{C) > A. 

Un point essentiel de la preuve est de contrôler le volume des boules 
de (C,dc), et nous traitons ce point pour lui-même. 

2.1. Volume des boules. On se propose ici de montrer qu'en géomé- 
trie de Hilbert, le volume des boules est contrôlé par leur rayon, et cela 
indépendemment de la géométrie du convexe considéré. 

Notation : Dans la suite, puisqu'il n'y aura plus d'ambiguïté sur le 
convexe que l'on considère, on indicera plus les boules par le convexe 
C dans lequel elles se trouvent, mais par leur rayon. 

Théorème 12. Il existe deux constantes positives Ci (R, n) , C 2 (R, n) 
telles que si C est un ouvert convexe borné de M. n muni de sa distance 
de Hilbert usuelle de et de sa mesure Gnslérienne associée fie, alors, 
pour toute boule Br de rayon R dans (C, de), on a 

" « ' ^ ^ ' 

Cl(R,n) C 2 {R,n) 
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On constate en particulier que lorsque R — > 0, le volume d'une boule 
de rayon R dans C est de l'ordre de R n , à des constantes multiplicatives 
près ne dépendant que de la dimension. En particulier, le volume d'une 
boule de rayon fixé est contrôlé indépendamment de la position de son 
centre et de C. 

La première étape de la preuve consiste à comparer le volume eu- 
clidien d'une boule de rayon R dans C centrée en x et que l'on note 
Br(x) et le volume euclidien de la boule de rayon R tangente au point 
x (pour la métrique d Finsler Fq de classe C°) qui sera notée TBr(x). 

Proposition 13. Il existe deux constantes positives C\ (R, n) , C2 {R, n) 
(indépendantes de C et de x) telles que 

( e 2R -l \ n vol e B R (x) f e 2R -l \ n 
\ 2Re 2R ) ~ vo\ e TB R (x) ~ V 2R ) 

" «, ' V v ' 

ci(R,n) C2(R,n) 

où vol e désigne le volume euclidien. 

Démonstration de la proposition C3 On regarde se qui se passe dans 
une direction donnée, le long d'une droite. Pour alléger les notations 
et simplifier les calculs, on va travailler en dimension 1 et supprimer 
autant que possible les normes intervenant dans l'expression de la 
métrique de Finsler. 




FlG. 2 - Comparaison de \\v || e et y — x 



On se trouve sur une droite avec trois points ordonnés a, x, b. Un 
point y > x tel que dc(x, y) = R est tel que 



(6) l -H^ b —^)=R 

K 1 2 K x-ab-y J 
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et un vecteur v G T X C pointant vers b et de norme de Finsler ||i>||c = R 
sera tel que 

(7) 5lHUr^- + — )=A 

2 b — x x — a 

On cherche à comparer ||i>|| e et y — x. 
Commençons par étudier y — x. 

Puisque dc(x,y) = R, en prenant l'exponentielle de l'équation (jHJ) on 
obtient 

y-ab-x _ ^ 2R 



puis en isolant y 



x — ab — y 
a(b — x) + e 2R b(x — a) 



(b — x) + e 2R (x — a) 
on en déduit alors une expression de y — x en fonction de a,b,x et R : 

(x -a)(b- x)(e 2R - 1) 

y — x — . 

(b — x) + e 2R (x — a) 

On exprime finalement y— x en fonction des nouvelles variables a = x — a, 
[3 = b — x et 7 = 6 — a: 

a(3{e 2R - 1) a(3(e 2R - 1) 



(8) y - x 



P + e 2R a 7 + (e 2R - l)a ' 



En ce qui concerne \\v \\ e , en combinant l'expression de la norme de 
Finsler (J2|) et le fait que \\v\\c = R, on obtient en fonction de a,/?,7 et 
i2 : 



2R(x-à)(b-x) 2Rap 

9 « e= 7 = • 

b — a 7 

On utilise à présent les expressions Q de ||i>|| e et (JHJ) de y — x pour 
obtenir une équation de leur rapport en fonction de a,/3,7 et R : 

INI* _ 2Ra Pl+ ( e2R - 1)« 2 ^ 7 + (e 2iî -l)a 
y - x 7 a(3(e 2R - 1) (e 2/? - 1) 7 

On remarque alors qu'on a l'inégalité 

7 + (e 2iî - l)a or 
1 < -i 1 '— < e 2R 

7 

et on l'applique à l'équation (flT]|) pour trouver 

2iî llulL 2Re 



2R 



( e 2fl_l) - y _ x - ( e 2H_l)- 
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Cette dernière inégalité induit les inclusions suivantes 
-B R {x) C TB R {x) C —-^B R (x) 



( e 2fl _ i) n ^ - - ( e 

Les volumes euclidiens respectifs de B R (x) et TB R (x) sont donc 
contrôlés par les constantes annoncées dans l'énoncé de la proposition, 
et qui ne dépendent que de R et de n. □ 

Corollaire 14. Comme la boule TB R (x) est homothétique de rap- 
port R avec la boule TB^ix), on déduit l'existence de deux constantes 
positives c[(R,n) et c' 2 (R,n) telles que 

e 2R -l\ n < vo\ e B R (x) , fe m 



2e 2R J ~ vol e TBi(x) 



ci(iî,n) c' 2 (R,n) 

Démonstration du théorèmeUA On cherche à contrôler le volume de 
la boule B R (x). On sait qu'il est défini par 

(") »c(B R {x)) = [ - ^ ,. dy 



<b r (x) ^o\ e TB 1 (y) 

où dy désigne la mesure de Lebesgue et w„ le volume euclidien de la 
boule unité. 

On sait par ailleurs que pour tout y G B R (x), on a B R (x) C B 2R (y). 
En combinant ceci avec le corollaire El o n obtient d'abord 

< c' 2 (2R,n) - l -, - < 4(2^,71) 



vol e T5i(y) ' vo\ e B 2R (y) ' vo\ e B R {xY 

et puis, par intégration, 

Vc{B R (x)) < u n c 2 (n,R) = C 2 (R,n). 

On a également vo\ e TB R+ i (x) — (R+ l) n vo\ e TBi(x). Comme B\(y) C 
B R+ i(x), suivant le corollaire HH on a d'une part 

> '. > 



vol e TBi(y) V 2e 2 7 voLS^) Avo\ e B R+1 (x) 

et d'autre part 



1 / 2 \" 1 

> . . > 



vol eJ B R+1 (x) - Ve 2 ( fl+1 )-l7 vol e TSi(x) 



e 



, e 2(iï+i)_ 1 y ^ 2e 2i? y vol e fi R (x) 
On obtient alors par intégration : 

fjj / g 2 ^ 1 \n 

Vc(B R {x)) > ^^( e2(R+1) _J = Ci(i2,n). 



□ 
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2.2. Constante de Cheeger et bas du spectre. Dans la suite, on 
va étudier la constante de Cheeger des sections planaires d'un convexe 
C muni de sa métrique de Hilbert. Si C est un domaine convexe de M 2 , 
la constante de Cheeger de (C, de) est définie par 

Ioo{C) = mf — — — 
nec /i C (fi) 

où Q est un domaine dont l'adhérence (prise dans M 2 ) vérifie Q C C et 
dont le bord dQ est une courbe rectifiable de longueur i>c(dQ). 

On va d'abord montrer que la constante de Cheeger des sections 
planaires d'un convexe (C, de) hyperbolique au sens de Gromov est 
strictement positive. 

Proposition 15. Soit (C, dh) un convexe de M. n muni de sa métrique 
de Hilbert qui est S-hyperbolique. Alors il existe une constante I(ô) > 0, 
dépendant de 5, telle que pour tout plan affine H de M. n avecCOH ^ 0, 
on a yCflff) > I{ô). 



En dimension deux, on a 

Corollaire 16. Soit (C, dh) un convexe du plan muni de sa métrique 
de Hilbert qui est 5-hyperbolique. Alors il existe une constante I(ô) > 0, 
dépendant de ô, telle que /qo(C) > I{5). 



Pour montrer cela on utilise un résultat décrit par M. Bridson et 
A. Haefliger (cf. Chapitre III. H section 2, définition 2.1 et proposition 
2.7 de jBH99j) : 

Proposition 17 ( |BH99j ). Soit X un espace géodésique. Si X est 
5-hyperbolique, alors il existe deux constantes A et B et e > telles 
que pour toute courbe rectifiable c : S 1 — >• X on ait 

Aire £ (c) < Av c (dtt) + B 

où Aire e (c) = min{|$| | $ est un e — remplissage de c}. 



Démonstration de la proposition [131 Sans limiter la généralité, on se 
ramène à la dimension 2. Pour un domaine Q de C de bord rectifiable, 
on cherche à minorer le quotient v c (dVL) / u. c {ÇÏ) . On peut d'une part 
supposer que VL est connexe, mais également qu'il est simplement con- 
nexe. En effet, comme Q est borné dans C, son complémentaire dans C 
compte exactement une composante connexe non bornée, du fait que C 
est homéomorphe à M. 2 . En considérant le complémentaire de cette com- 
posante connexe, on obtient un nouveau domaine borné et simplement 
connexe Q' contenant Q, donc vérifiant /xc(^') > / i c(^) ; et dont le bord 
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dQ' est contenu dans le bord de fl et vérifie donc b>c(dQ') < b>c(dfl). 
Ainsi, on a 

vçjdtt) < u c (dn) 
/ic(fi') " /ic(fi) ' 

Il suffit donc de faire la preuve pour les domaines simplement con- 
nexes. 

Soit donc fl un domaine simplement connexe dont le bord dfl est 
une courbe rectifiable c : S* 1 — ► C. 

Alors, puisque nous sommes en dimension deux, chaque partie du e- 
remplissage peut être recouvert par une boule de rayon e. Pour préciser 
cela, rappelons qu'un e-remplissage est la donnée d'une triangulation 
P du disque D 2 et d'une application (non nécessairement continue) $ 
de D 2 dans Q, qui applique le bord S* 1 de D 2 sur le bord dfl de O, 
et telle que l'image de chaque face fermée de la triangulation P a un 
diamètre au plus e. Comme ici fl est un disque topologique de M 2 , 
l'image des sommets de la triangulation doit être e-dense dans Q. En 
effet, on peut étendre affinement la restriction de $ aux sommets de 
la triangulation en une application continue $ du disque dans Q dont 
la restriction au bord est égal à l'application c. Supposons que l'image 
des sommets de la triangulation ne soit pas e-dense. Alors, il existe un 
point Q de Q qui n'est pas dans l'image de $. Cela provient du fait 
que l'image par $ d'une face est le triangle déterminé par l'image des 
sommets de la face considérée, qui est, par construction, de diamètre au 
plus e. L'application $ ne serait alors pas surjective, ce qui permettrait 
de rétracter le disque continûment sur son bord. 

Cela permet de recouvrir Q par un nombre de boules de rayon e égal 
au nombre de faces de P. 

On en déduit donc que 

fic(Ù) < Aire e (c)C 2 (e,n) < A'u c (dQ) + B' 

et ainsi 

fi c (Q) ~ A' ^(ny 

Ceci nous donne une minoration de ioo(^) pour les domaines fl de 
volume /ic(^) ^ 2A'B'. Pour les domaines tels /ic(^) ^ 2A'B', on 
remarque que leur longueur est au moins égale à deux fois leur diamètre 
et que le volume d'une boule de rayon le diamètre, contenant le domaine 
est plus grand que celui du domaine. Le théorèmelT^lpermet de conclure 
que Ioo(C fl H) > 0. Remarquons que la minoration de Ioo{C H H) ne 
dépend que de A et B. Ainsi dans un convexe de ~R n dont la géométrie 
de Hilbert est 5-hyperbolique, la constante de Cheeger de toute section 
planaire est minorée par une même constante. □ 
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Il reste donc à en déduire des informations pour le bas du spectre 
Xi(CnH). Classiquement, dans le cas des variétés riemanniennes, cela se 
fait via l'inégalité de Cheeger qui relie le bas du spectre et la constante 
de Cheeger. Cependant, dans le contexte des espaces métriques, il n'est 
pas clair qu'une telle relation existe en toute généralité. Aussi allons 
nous nous ramener dans un cadre où on sait qu'une telle inégalité ex- 
iste : celui des géométries de Finsler. On sait que la distance de Hilbert 
dérive d'une métrique de Finsler, mais cette dernière a la régularité du 
bord du convexe considéré C. Le but est de démontrer le théorème ITH1 
ci-dessous, en se ramenant à une inégalité de Cheeger classique dans 
un cadre finslérien qui sera énoncée au théorème 12*2*1 et démontrée dans 
la section HJ 

Théorème 18. Soit (C, de) un convexe du plan muni de sa métrique 
de Hilbert. Alors il existe une constante C > 0, ne dépendant pas de 
C, telle que 

x 1 (c) > ciUc). 



On en déduit le corollaire immédiat suivant : 

Corollaire 19. Soit (C, d c ) un convexe du plan muni de sa métrique 
de Hilbert. Si Ai(C) = 0, alors I^C) = 0. 



Cela implique également le corollaire suivant, déjà démontré par 
A. Karlsson et G. A. Noskov |KN02| et par Y. Benoist |Ben03| (voir 
Lemme 2.12 et corollaire 2.13). 

Corollaire 20. Soit (C, de) un convexe du plan muni de sa métrique 
de Hilbert qui est ô-hyperbolique. Alors son bord est C 1 et strictement 
convexe. 



Démonstration. Dans le cas contraire, on utilise à nouveau le résultat 
de Benzécri (voir |Ben03j corollaire 2.9, dû à Benzécri |Ben60j ). le con- 



vexe C admet un triangle dans son adhérence, sous l'action de G 2 . On 
a vu que cela impliquait le fait que Ai(C) = (voir démonstration de 
la proposition EJ). 

Le corollaire précédent implique que la constante de Cheeger Joo(C) 
est également nulle. Ceci est en contradiction avec la proposition [T^l 

□ 



Remarquons enfin que l'on obtient également le théorème suivant en 
dimension deux. 

Corollaire 21. Soit (C, de) un convexe du plan muni de sa métrique 
de Hilbert. Alors sa constante de Cheeger Joo(C) est non nulle si et 
seulement s'il est Gromov-hyperbolique. 
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Ce corollaire est à comparer au résultat de Cao |Cao00j dans le cas 
riemannien. 

L'idée de la preuve du théorème El est de remplacer l'étude de la 
relation entre le bas du spectre de C, Ài(C), et la constante de Cheeger 
de C, ioo(C), par l'étude des mêmes objets pour des domaines ouverts fl 
tels que fl C C. Cela permettra de se ramener à une inégalité classique 
du type Cheeger dans le cas finslérien, puis de conclure par passage à 
la limite. 

Le premier point est donc de définir la constante de Cheeger d'un 
domaine ouvert fl de C avec fl C C : on pose 

£(0) = inf ^Eî 
ucn fi C (U) 

où U est un domaine dont l'adhérence (prise dans M 2 ) vérifie U C fl et 
dont le bord dU est une courbe rectifiable de longueur uc(dU). 

Le point décisif de la preuve à venir sera l'inégalité de Cheeger qui 
est valable pour des métriques de Finsler suffisamment régulières. On 
utilise le résultat suivant, qui est une application dans notre cadre du 
théorème plus général démontré dans la section |3J 

Théorème 22. Soit (C, de) un convexe du plan muni de sa métrique 
de Hilbert. Si le bord de C est C 1 et strictement convexe, il existe une 
constante C > telle que pour tout ouvert fl on a : 

(12) Af (n) > c(ii)\n). 

En particulier cela implique que 

Ax(C) > Cll{C). 

Remarquons que la constante C est universelle ; elle ne dépend en 
fait que de la dimension, comme on le verra au théorème lïïïïl 

Démonstration du théorème II 81 à l'aide du théorème La seule diffi- 
culté, pour passer du théorème E21 au théorème HH1 est que dans ce 
dernier, le bord du convexe C n'est pas nécessairement de classe C 1 : il 
faut donc se ramener à cette situation. 

Soit Q un domaine du plan tel que Q C C. Comme dans les deux 
lemmesiniet il existe des homothétiques (1 + p)C et (1 — p)C de C 
tels que Oc(l- 2p)C, et tels que pour tout convexe Y vérifiant 

(i — p)c c r C (l + p)C 

on ait 

limAÎYfi) = A?(fi). 
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Mais la preuve des lemmes El et montre que la même chose est vraie 
pour la constante de Cheeger, c'est-à-dire que pour tout domaine T 
vérifiant 

(i - P )c c r c (i + p)c 

on a 

iim4(n) = 4(n). 

p->0 

On fait alors tendre p vers tout en choisissant une famille Y p 
d'ensembles convexes de classe C 1 , strictement convexes, tels que 

(i-p)Ccr p c(i + p)C. 

Pour montrer qu'une telle famille existe, on remplace dans un premier 
temps le convexe C par un polygone convexe C approximant C de sorte 
à vérifier 

(1 - f)C c C c (1 + |)C, 

puis on remplace chaque segment de C par un arc strictement convexe, 
de façon à avoir un recollement de classe C 1 en chaque sommet. Cela 
peut se faire en approximant C d'aussi prêt que l'on veut, à condition 
de faire l'approximation avec des fonctions polynomiales de degré élevé. 

Dès lors, on peut appliquer l'inégalité |JT2]) 

> c(i%)\n) 

et, en passant à la limite, on obtient 

A?(n) > tf(£) 2 (n). 

Pour conclure, il suffit donc de passer à la limite sur les Q ; si l'inégalité 
ci-dessus n'était pas vraie pour C à la place de Q, il existerait un do- 
maine Q pour lequel elle ne serait pas valide non plus, puisque la con- 
stante de Cheeger et le bas du spectre de C sont approximables d'aussi 
prêt que l'on veut par la constante de Cheeger et le bas du spectre des 
domaines d'adhérence compacte dans C, voir lemmeEl □ 

Remarque. Dans notre preuve nous approchons par une famille 
de convexes dont le bord est de classe C 1 et strictement convexe, ce 
qui nécessite l'adaptation à ce cadre de l'inégalité (JT2J). Un résultat de 
L. Hormander |Hor94j . précisément le lemme 2.3.2, permet d'obtenir 
une famille d'ensemble de classe C 2 , dont le bord admet un hessien 
strictement positif en tout point. Dans ce cadre l'inégalité (|T2"|) est 
classique, voir par exemple Z. Shen |She01 . 

Le théorèmellOlest à présent un corollaire du théorème El qui contrôle 
le bas du spectre \\{C) par la constante de Cheeger loo(C) et de la 
propositionHniqui contrôle la constante de Cheeger des sections planaires 
en fonction du ô de la 5-hyperbolicité. 
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3. Formule de la co-aire 



Afin de démontrer une version très générale du théorème E21 on a be- 
soin d'une formule de la co-aire. Ce qui suit apporte les outils et notions 
nécessaires à sa démonstration et son expression : dans une variété de 
Finsler (M, F) munie d'une mesure //, il s'agit d'une part de définir une 
mesure naturellement associée à \x sur les hypersurfaces de M (sous- 
section EHJ) , puis de préciser la notion de gradient ( sous-section 13. 2j) . A 
la section El on appliquera cela pour la mesure de Hausdorff associée à 
la métrique de Finsler de la variété. 

Cette section combine des idées contenues dans les livres de A. Thomp- 
son |Tho96j chapitre 3 et chapitre 5 et Z. Shen |She01j chapitres 3 et 
4. 

3.1. Mesure sur les hypersurfaces. Soit (V,F) un espace vectoriel 
de dimension finie muni d'une norme F, dont la sphère unité Sf(0, 1) 
centrée en est C l et strictement convexe. 

Définition 23. On dira que x est normal à y, ce que l'on notera 
x H y, si et seulement si, pour tout a G M on a 

F(x + ay) > F(x) 
Remarque 24. Cette relation n'est généralement pas symétrique. 

Soit y un vecteur non nul. On lui associe l'hyperplan 
W y := {w G V | y H w} . 

Considérons une base {6j}i=2,...,n de W y et b\ = y. Ainsi {^}™ = i est 
une base de V. 

Définissons alors 

B n (h,...,b n ) := UyJU e R^(X>^)< l \ et 
^ i=i J 

B;-\b 2 ,...,b n ) := {(y , ')^G» B - 1 ,F(^y'6 i )< lj. 

Les deux domaines B n et By~ l dépendent du choix de la base {bj}™ =2 - 
On définit la fonction 

VOl e (B") VQle^- 1 ^,...,^)) 

■ vol e (B»-i) ' F(y)vo\ e (Bn(b u ...,b n )) 
Remarquons, que si F est euclidienne, alors ((y) = 1. 
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De plus, dans tous les cas, puisque pour tout réel positif À > 0, 
F(Xy) = XF(y), 

vo\ e (B n (Xy, b 2 , . . . , &„)) = vol e {B n (y, b 2 /X, . . . , b n /X))X n et 

vo\ e (B n -\b 2 , . . . , b n )) = vo\ e (B n - l (b 2 /X, 6 n /A))A"- 1 

on a la propriété suivante : 

C(Xy) = ay),X>0,y^0. 

Propriété 25. Soit (V, F) un espace vectoriel normé et 
c n :=vol e (B n )/vol e (B n - 1 ). 
Alors pour y non nul on a 

2- n c n < ((y) < 2 n c n . 

Démonstration. Soit y = Y^l=i V 1 ^ un vecteur normé de (V, F) et con- 
sidérons la boule -B™ -1 . Alors pour tout t G [0,1] et (V)" =2 G B™~ 1 , 
par l'inégalité triangulaire, on a 

n n 

F (t y + v%) < tF(y) + F(J2 v 3 b 3 ) < 2 

3=2 3=2 

donc [0, 1] x By~ l C 2B n . De ceci on déduit que 

vol en _ 1 (i?;- 1 )<2"vol e (^). 

Soit à présent (t, (V )™ =2 ) G B n . Autrement dit F(ty + J2]=2 l ' jb j) < 1 
et Y^j=2 v ^3 e so ^ V ^ Y^j=2 v ^3- ^ a normalité donne (t 7^ 0) 

n 

\t\ = F(ty) = F(\t\y) < F(\t\y + (\t\/t) ■ £ v%) < 1 

i=2 

et, grâce à l'inégalité triangulaire, on obtient 

n n 

F(J2^b,) < F(ty + JV&j) + F (-ty) < 2 

3=2 j=2 

ceci implique que B n C [—1, 1] x 2[By~ 1 ], et donc 
vol e (i?")<2"vol en „ 1 ( J B^ 1 ) 

□ 

On peut maintenant définir une mesure adéquate sur une hypersur- 
face N d'une variété de Finsler (M, F). Sur M, on peut considérer la 
mesure de Hausdorff associée à F, que l'on note hf- Pour définir une 
mesure sur N, on considère la restriction de F à N qui muni N d'une 
métrique de Finsler dont la mesure de Hausdorff associée est notée Vf- 
Cette dernière est en apparence le candidat naturel à être la mesure 
associée à fi F sur N. C'est d'ailleurs la mesure que l'on a considérée à la 
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sous-section 12.21 pour définir la constante de Cheeger /^(C) en dimen- 
sion 2. Cependant, la suite de ce paragraphe, notamment la preuve de 
la formule de la co-aire, montre qu'un choix un peu différent peut être 
plus adéquat. On introduit un champ de vecteurs normaux unités n sur 
N. Cela signifie que pour tout point p G N, l'hyperplan T P N tangent 
à N au point p est normal à n(p) au sens défini ci-dessus, c'est-à-dire 

T p N := {w G T p M | n(p) H w} . 

On choisit alors d'associer à fip 1 & mesure 

Vf = C(n)v F . 

Ainsi, en général, la mesure vp ne coïncide pas avec ûp, mais c'est 
le cas lorsque la métrique est riemannienne. Remarquons que, par la 
propriété |2H ces deux mesures vp et Vp sont dans un rapport borné, 
uniformément contrôlé, ce qui sera crucial à la section HJ puisque l'on 
utilisera Vp pour définir la constante de Cheeger et vp pour la formule 
de la co-aire. 

Cette définition, pour le cas particulier de la mesure de Hausdorff, 
se généralise comme suit : 

Définition 26. Soit N une hypersurface dans un espace de Finsler 
(M, F). Si \i est une mesure sur M absolument continue par rapport 
à la mesure de Hausdorff p, F , i.e. on peut écrire fi(p) = (P(p)^f(p) en 
tout point p de M, on associe à fi la mesure v sur l'hypersurface iV 
définie par 



pour tout p E N. 

Remarquons que l'on doit introduire la pondération par la fonction 
C lorsqu'on cherche à obtenir la propriété naturelle suivante. 

Propriété 27. Si Vp est le volume de Hausdorff induit par F sur 
M, alors 



3.2. Gradient d'une fonction par rapport à une norme stricte- 
ment convexe. A la différentielle df x d'une fonction en x G M™, on 
voudrait associer un vecteur X dans l'espace tangent T X M tel que 



u(p) = <j>[p)v F [p) 





et de rayon F*(df x ), tel que 

ker df x — {v \ X H 
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et df x (X) > (l'hyperplan X + ker df x est l'hyperplan d'appui de 
S(0,F*{df x )) en X). 

On remarquera qu'en raison de la stricte convexité 
df x (X) = F*(df x )F(X) = F*(df x ) 2 . 

On dira que X est le gradient de / en x et on le notera V/(x). 

Remarquons que pour une fonction C l la fonction x i— > V/(x) est 
continue et que pour une fonction au moins C 2 elle est C 1 , puisque la 
sphère 5(0, 1) est C 1 . 

Lemme 28 (Lemme de Gauss Finslérien). Soit f une fonction C 2 
sur un ouvert U tel que df ^ 0. Soit N t = Alors le vecteur 

n = V/at 4 /-F'(V/) est normal à Nt. Autrement dit le gradient est normal 
aux lignes de niveaux. 

Démonstration. Puisque / est constante sur la ligne de niveau N t , on 
a que 

df(w) = 0, Vu> G TN t 
et donc par définition de V/, V/ H w, Vu; G TN t . □ 

3.3. Démonstration de la formule de la Co-aire. Dans cette sec- 
tion on démontre le théorème suivant. 

Théorème 29. Soit (M n ,F,fi) une variété Gnslérienne mesurée, 
telle qu'en tout point x G M la boule unité de la norme F est C 1 
et strictement convexe. Soit f une fonction C 1 par morceaux sur M 
tel que pour tout t, l'ensemble / _1 (t) est compact. Alors pour toute 
fonction continue ip sur M on a la formule de la co-aire suivante 

p r+oo r 

(13) / V F*(df)du.= / / ipdv, 

JM J-oo Jf- 1 ^) 

où v désigne la mesure associée à \i sur l'hyper sur face / _1 (t) selon la 
définition \2Q 

On va faire une démonstration partielle de ce résultat classique, en 
géométrie riemannienne, dans le cas où les lignes de niveau {/ -1 (£)} 
sont des sous-variétés, cela pour montrer comment la mesure v que 
l'on a introduit sur les hypersurfaces entre naturellement en jeu. Par le 
théorème de Sard, on sait qu'il existe un ensemble de mesure nulle de 
points t pour lesquels {/ _1 (t)} n'est pas une sous- variété. On s'inspire 
de la démonstration de |She01j . 
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Démonstration. On va faire la preuve dans une carte U. Pour simplifier, 
on supposera que df ^ sur U et que / est C 2 . Fixons un nombre t 
tel que / -1 (£o) H U ^ et soit X le champ de vecteurs défini sur U par 



X 



F*(dfY 



On commence par relever le flot. Pour un point x G f~ l (to) H £7, soit 
c(t) la courbe intégrale de X telle que c(t ) = x (on peut parler de 
«la» courbe car X est C 1 sur £/). Alors 

par construction de V/ et par conséquent 

/ o c(t) = t. 

Les courbes intégrales de X donnent naissance à un système de co- 
ordonnées if; = (x 1 , . . . , x n ) : U — > ]— e, e[ x B n_1 tel que 

fo^- 1 (x\(x^ =2 )=x 1 . 

Définissons l'ensemble N t par 

nf/ = f 1 (tx B"" 1 ). 
Suivant le lemme de Gauss finslérien, le champ de vecteurs 



n 



F*(df) 

est normal à N t . Considérons donc une base locale {6i}i=i r .. jTl de TM 
avec bi = n et bi = pour z = 2, . . . , n. Soit (^ î )i=i,..., n la base duale 
sur T*M. On a alors : 

1 = Arfx 1 = Ad/, 6 i = dx\ (i = 2, . . . , n). 

Remarquons également que 

l = e 1 (n) = w(^^)=AF*(^) > 



ce qui détermine À, i.e. 



e 1 = - — dx 1 . 

F*(df) 



A présent, si du. = a(x)8 1 A • • • A 8 n , alors par construction 

du = a(x)Ô 2 A • • • A 6 n , 
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où les 9 l sont les tirés en arrière des 9 l sur N t . Autrement dit 
(14) du 



a ^dx l A ■ ■ ■ A dx n - 



F*(df) 

(15) du = a(x)dx 2 A • • ■ A dx n . 

Remarque. Si d\i est la mesure de finsler n-dimensionnelle, alors 
on voit ici apparaître naturellement la fonction £ puisque du est ex- 
actement £ fois la mesure de finsler n — 1 dimensionnelle. 

Il reste à intégrer sur C7 : 

/ ipF*(df)dfi = [ fa(x)dx 1 ...dx n - 

fa(x)dx 2 . . . dx n \ dx 1 ; 



fdu ] dt. 

e \JN t HU 



4. Inégalité de Cheeger Finslérienne 



□ 



Dans cette section, on va démontrer une version n-dimensionelle du 
théorème I 



Théorème 30. Soit (C, de) un domaine convexe de W 1 muni de sa 
métrique de Hilbert. Si le bord de C est C 1 et strictement convexe, il 
existe une constante C = C(n) > telle que pour tout ouvert Q on a : 

(16) Aî(n) > c(/y 2 (fi). 

En particulier cela implique que 

A X (C) > Cll{C). 

Ce théorème sera une conséquence immédiate de l'inégalité de Cheeger 
en géométrie de Finsler. Si (M, F) est une variété de Finsler de classe 
C 1 de dimension n, la mesure de Hausdorff associée à F, on désigne 
par Ai (M, F) le bas du spectre de (M, F) défini par 



Ai (M, F) =inf 



f M F*(dfYd» F 



où / est une fonction lipschitzienne à support compact dans M. On 
désigne /^(M, F) la constante de Cheeger de (M, F) définie par 
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où U décrit les ouverts de M d'adhérence compacte et dont le bord dU 
est une sous- variété de dimension n — 1. On rappelle que vp désigne la 
mesure de Hausdorff des hypersurfaces associée à la restriction de F. 
Alors, dans ces conditions 

Théorème 31 (Inégalité de Cheeger finslerienne). Il existe une con- 
stante C = C(n) > telle que 

X 1 (M,F)>CI 2 co (M,F). 



De manière générale, soit (M n , F, /i) une variété finslérienne mesurée, 
et v la mesure induite sur les hypersurfaces au sens de la définition 

Considérons un domaine Q de M d'adhérence compacte. On définit 
la constante de Sobolev Soc(Q) de Q par : 

, s LF*(df)du 
/ f n \f\dfj, 

pour / une fonction lipschitzienne à support compact dans Q. On 
définit de manière similaire S^M) par 



Soo(M) = inf 



J M F*(df)du, 



pour / une fonction lipschitzienne à support compact dans M. 

Aux mesures /i et u, on peut associer une constante de Cheeger sur 
Q et sur M définie par 

resp.^(M)^mf^). 

où U est un domaine tel que U C D, (resp. U C M) et dont le bord dU 
est une sous- variété de dimension n — 1. 

Comme on l'a dit, lorsque \x = /xp, la mesure de Hausdorff associée 
à F, on a Ig(M) ^ Joo(M, F) puisque v F ^ v F . 

L'inégalité de Cheeger est une conséquence de 

Théorème 32. On a les égalités l£f'"(fi) = S^Q) et I^(M) = 
Soc (M). 

En effet, en considérant / = h 2 et en appliquant l'inégalité de Cauchy- 
Schwarz, on a 
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Il reste alors à comparer Igf(M) à la constante de Cheeger /^(M, F) 
que l'on considère dans la première partie. Cela vient de l'inégalité ()25|) 
qui nous permet d'obtenir l'inégalité 

(17) 7 OÛ (M)c 1 (n) < J£f (M) < I 00 (M)c 2 (n). 

Démonstration du théorème \3'A On suit la démonstration du théorème 
6.2 dans jChaQaj page 266-269. 

On va démontrer /^(M) = S^M). La démonstration consiste à 
démontrer deux inégalités. 

Première étape : On montre Soo(M) < J£,(M). Soit donc U un 
domaine ouvert de M d'adhérence compacte et bord lisse. Pour tout e 
suffisamment petit on considère la fonction 

{l xeU 
l/ed{x, dU) x E M\U, d(x, dU) < e . 
x E M\U, d(x, dU) > e 

en sorte que f e est lipschitzienne. Donc 

Soo(M ) < hf^t. 

Par construction, on obtient 



£^0 



lim / \f e \d(i = iM(U). 



M 



De plus, on a 

F*(df £ 



1/e x E M\U, d{x,dU) < e, 
sinon. 



ce qui implique (voir section lÏÏTTf 

f , s u({x éU d(x,dU) <e}) , x 
lim / F*(df £ )du = lim FU — ; ~ 11 = v(dU), 

e~>0J M s^O e 

et par conséquent, on en déduit que pour tout U 

ce qui permet de conclure cette première étape en prenant l'infimum 
sur les U. 

Seconde étape : On montre I^(M) < S^M). Soit / une fonction 
lisse à support compact dans M. On pose 

U(t) = {x \f\(x) > t}, u{t) = u(U(t)), u(t) = v(dU{tj). 
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pour les t atteints par /. Alors la formule de la co-aire (fTïïj) implique 



F*(df)dfi= / u(t)dt > I^(M) / fi(t)dt. 

M JO JO 

(où l'on a utilisé le fait que F*(df) = F*(d\f\) presque partout sur M). 
On remarque également que l'on a l'égalité 

r r\f\ p+oo r p+oc 

\f\dfx — I / dtdfi — I / dfidt = / n(t)dt, 
m Jm Jo Jo Ju(t) Jo 

qui permet d'arriver à l'inégalité 

, s f, r F*(df)du 

et un passage à l'infimum sur toute les fonctions lisses à support com- 
pact / permet de conclure. □ 
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